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Leer atentamente los enunciados.

1. Considera el modelo de Solow estudiado en clase dénde el PIB viene dado por la funcién de
produccién Y; = K& (A;Ly) =%, donde K; es el capital, L; son trabajadores!, A; es el nivel
de tecnologia y « el peso del capital en la produccién. El capital se acumula de acuerdo con
0K /0t =1 — §K donde la inversién (I) es una fraccién (sy) exégena del PIB, I = s;Y,y § es
la tasa de depreciacion del capital. La tecnologia crece a una tasa exdgena g4 y la poblacion
a una tasa exogena gr,.

(a) Identifica los pardmetros y las variables endégenas y ex6genas del modelo.

Solucién: Pardametros: «, sy, 9, ga, gr,. Variables endégenas: Y, K;. Variables exdgenas:
Lt, At .

Las variables endégenas son aquellas que se determinan dentro del modelo porque su
evolucién implica dependencia con otras variables endégenas del modelo (por ejemplo,
la evolucién del capital K; depende de Y;, que a su vez depende de K;). Las variables
exdgenas son aquellas que aunque tienen una dindmica dentro del modelo, esta dindmica
viene determinada por factores ex6genos al modelo (por ejemplo, la poblacién L, cambia,
pero cémo lo hace viene dado de forma exdégena). Los pardmetros son elementos con-
stantes que nos vienen dados de fuera del modelo (por ejemplo, la tasa de crecimiento de
la poblacién gr).

(b) Obtén la expresién para el PICpe (y; = Y;/L;) como funcién del capital eficiente por
trabajador (k; = K¢/A¢Ly).

Solucién:
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(c) Obtén la expresion para la tasa de crecimiento del PIBpc (gy).
Solucién: Tomando logaritmos en la definicién y; = A:kf* y derivando obtenemos g4 +
a(grx — ga — gr)- Paso a paso en las slides de Solow.

(d) Obtén la expresién para la tasa de crecimiento del capital (gx) como funcién del capital

eficiente por trabajador (k; = K;/A:Lz).

Solucién:
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1 Asumimos que toda la poblacién trabaja y por tanto el nimero de trabajadores es igual al total de la poblacién.
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Dibuja el gréfico de la dindmica del capital eficiente por trabajador (k; = K;/A:L¢) visto
en clase. Asume que una economia tiene un nivel kg tal que gg > ga + gr. (Coémo
evoluciona la ratio a lo largo del tiempo? Justifica tu respuesta.
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Solucién: Si el nivel kg es tal que gx > ga + gL, el capital fisico estd creciendo més
rapido que la tecnologia y la poblacién. Por tanto, el numerador del capital eficiente por
trabajador crece més rapido que el denominador, haciendo que este aumente a lo largo
del tiempo hasta alcanzar el nivel estacionario.

;,Qué ocurre con la ratio de capital eficiente por trabajador en el largo plazo? Obtén la
expresion para el capital eficiente por trabajador en el estadio estacionario.

Solucién: En el grafico observamos que cuando la economia se encuentra en su nivel
estacionario, la tasa de crecimiento del capital es igual a la tasa de crecimiento de la
poblaciéon maés la de la tecnologia. Lo que implica que el numerador y el denominador de
la ratio de capital eficiente por trabajador crecen al mismo ritmo. Por tanto, la ratio de
capital eficiente por trabajador se mantiene constante en el estado estacionario y podemos
obtener su nivel igualando la tasa de crecimiento del capital a la tasa de crecimiento de
la poblacién mas la de la tecnologia:
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1 Qué determina el crecimiento del PIBpc en el estadio estacionario? ;Qué determina el
crecimiento del PIB total en el estadio estacionario? Argumenta a que se debe la diferen-
cia entre ambos teniendo en cuenta las propiedades de la funcién de produccién y explica
la relevancia para la politica econémica de este resultado.

Solucién: El crecimiento del PIBpc en el estado estacionario viene dado por la tasa de
crecimiento de la tecnologia g4, ya que el capital eficiente por trabajador se mantiene
constante. Por otro lado, el PIB total crece a una tasa g4 + g1, ya que el capital fisico
y la poblacién crecen a esa tasa. Esto implica que para aumentar el PIBpc es necesario
aumentar la productividad (tecnologia) y no simplemente aumentar la poblacién. Este
resultado en Solow es relevante para la politica econémica, ya que sugiere que las politicas
deben centrarse en fomentar la innovacion y el desarrollo tecnolégico para mejorar el
bienestar de los ciudadanos.



(h) Explica el concepto de crecimiento de transicién en el modelo de Solow. ;Qué determina
la velocidad de convergencia hacia el estadio estacionario?

Solucion: El crecimiento de transicién en el modelo de Solow hace referencia al crecimiento
de las variables fuera del estado estacionario y viene representado por la expresién a(gx —
ga—gr). Lavelocidad de convergencia hacia el estado estacionario depende de la distancia
al estado estacionario, cuanto mas lejos estemos del punto en el que gx = g4 + g1, méas
rapido (de)crecerd la economia.

2. Asume que la economia estd en la senda de crecimiento equilibrado del modelo de Solow con
ga > 0. Para cada uno de los siguientes escenarios, dibuja cualitativamente como evoluciona
cada una de las siguientes variables: tasa de crecimiento del PIBpc (gy), logaritmo del nivel
de PIBpc (In(y))? y capital eficiente por trabajador (k = K/AL). En cada caso, justifica tu
respuesta.

(a) La tasa de ahorro s; decrece de forma permanente.
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Solucién: La curva de gi se desplaza hacia abajo, lo que implica que un nuevo nivel de
capital eficiente por trabajador en el estado estacionario que es menor al anterior. Durante
la transicién al nuevo nivel de capital eficiente por trabajador tenemos que g < g4 + g1
y por lo tanto el término de crecimiento de transicién en g, es negativo, haciendo que esta
tasa caiga. Sin embargo, en el largo plazo el capital eficiente por trabajador se estabiliza
en su nuevo nivel y la tasa de crecimiento del PIBpc vuelve a su nivel de largo plazo igual
a ga. El logaritmo del PIBpc (In(y)) cuya pendiente venia siendo g4 (la pendiente de
In(y) es aproximadamente igual a g, ) se situard en una senda de crecimiento equilibrado
més baja, ya que el nuevo k% es menor, pero su pendiente a largo plazo sers la misma
que anteriormente e igual a g4.

(b) La tasa de crecimiento de la poblacién gy incrementa de forma permanente.

2Recuerda que la pendiente del logaritmo de una variable es aproximadamente igual a la tasa de crecimiento de la
misma.
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Solucién: La constante de g4 + g1, se desplaza hacia arriba, lo que implica que un nuevo
nivel de capital eficiente por trabajador en el estado estacionario que es menor al anterior.
Durante la transicién al nuevo nivel de capital eficiente por trabajador tenemos que
gx < ga + gr y por lo tanto el término de crecimiento de transicién en g, es negativo,
haciendo que esta tasa caiga. Sin embargo, a largo plazo el capital eficiente por trabajador
se estabiliza en su nuevo nivel y la tasa de crecimiento del PIBpc vuelve a su nivel de largo
plazo ga. Ellogaritmo del PIBpc (In(y)) cuya pendiente venia siendo g4 (la pendiente de
In(y) es aproximadamente igual a g, ) se situard en una senda de crecimiento equilibrado
més baja, ya que el nuevo k%% es menor, pero su pendiente a largo plazo sers la misma
que anteriormente e igual a g4.

(¢) La tasa de crecimiento de la tecnologia g4 incrementa de forma permanente.
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Solucion: Esta tiene un poco més de complejidad. La constante de g4 + g, se desplaza
hacia arriba, lo que implica que un nuevo nivel de capital eficiente por trabajador en
el estado estacionario que es menor al anterior. Durante la transicién al nuevo nivel de
capital eficiente por trabajador tenemos que gx < ga + gz y por lo tanto el término de
crecimiento de transicién en g, es negativo. Sin embargo, el otro término g4 es ahora
mayor. Dado que el término de crecimiento de transicién esta escalado por 0 < a < 1,
podemos suponer que el incremento en g4 es mayor que la caida en a(gx —ga — gr) ¥y



por lo tanto el crecimiento del PIBpc aumenta y en el largo plazo se estabiliza en el nuevo
nivel de g4. El logaritmo del PIBpc (In(y)) cuya pendiente era igual a g4 se situard en
una senda de crecimiento con una pendiente mas alta, ya que el nuevo g4 es mayor.

3. Considera el modelo de Romer estudiado en clase dénde el PIB viene dado por la funcién de
produccién Y; = K (A;Ly)' =%, donde K; es el capital, Ly son trabajadores, A; es el nivel
de tecnologia y « el peso del capital en la produccién. El total de la poblacién viene dado
por el nimero de trabajadores mas el niimero de investigadores L; = Ly; + Lg; y crece de
forma exdgena a una tasa gr.®. La tecnologfa se acumula de acuerdo con A/dt = HL?%A? . El
capital se acumula de la misma forma que en el modelo de Solow.

(a) Identifica los pardmetros y las variables enddgenas y exdgenas del modelo.

Solucién: Parametros: «, 6, A, ¢, gr. Variables enddgenas: Y;, K;, A;. Variables
exégenas: Ly, L.

(b) Obtén la expresién para el PIBpc (y = Y;/L;) como funcién del capital eficiente por
trabajador (k; = Ky/A:L¢) y la ratio de investigadores (sg = Lgt/Lt).

Solucién: Notese que la funcién de produccion es parcialmente diferente a la del modelo de
Solow, ya que el total de poblacién L; no es el mismo que el nimero de trabajadores que
producen el PIB (Ly). Utilizando la definicién de la ratio de investigadores sg = Lg¢/Lt,
podemos reescribir la funcién de produccién como Y; = K[A;(1 — sg) L]t~
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(c) Obtén la expresién para la tasa de crecimiento de la tecnologia g4 como funcién de la
ratio de poblacién por unidad de tecnologfa (L)}/A;~?).

Solucién: \
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(d) Dibuja el grifico de la dindmica de la ratio de trabajadores por unidad de tecnologia
L) /A;*q5 visto en clase. Asume que una economia tiene una ratio L; /A% ~% tal que
(1—¢)ga > Agr. {Cémo evoluciona la ratio a lo largo del tiempo? Justifica tu respuesta.

Solucion: El grafico representa la dinamica de la ratio de poblacién por unidad de tec-
nologfa L}/A;~?. Para ello queremos comparar como crece el numerador y el denom-
inador de la ratio. EIl numerador crece a una tasa Agr y el denominador a una tasa
(1 — ¢)ga. Por lo tanto, si (1 — ¢)ga > Agr, el denominador crece més rapido que el
numerador y la ratio de trabajadores por unidad de tecnologia decrece a lo largo del
tiempo. En el grafico se observa que la ratio de trabajadores por unidad de tecnologia
. . . A/ A1—\ S8
converge al nivel estacionario (L /A ) .

3Es 1til definir la proporcién de investigadores sobre el total de trabajadores sg = Lgt/Lt que por ahora consid-
eramos exdgena.
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(e) {Qué ocurre con la ratio de poblacién por unidad de tecnologia en el largo plazo? Deriva
el nivel en el estadio estacionario.

Solucién: La ratio de poblacién por unidad de tecnologia en el largo plazo se estabiliza
. . . ss . .
en su nivel estacionario (LA /Al’d’) . Para obtener este nivel, igualamos la tasa de
crecimiento del numerador y el denominador:
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(f) ;Qué determina el crecimiento del PIBpc en el estadio estacionario? Argumenta la rele-
vancia para la politica econémica de este resultado.
Solucién: Si derivamos g, a partir de la expresién del PIBpc v = Ak (1 — sp)'~,
obtenemos que la tasa de crecimiento del PIBpc es la misma que en el modelo de Solow.
Nétese que el término (1 —sg)! ™ es constante y por tanto desaparece al derivar cuando
buscamos la tasa de crecimiento. Por lo tanto, en el estado estacionario el PIBpc viene
determinado por la tasa de crecimiento de la tecnologia g 4. En el modelo de Romer, esta
tasa de crecimiento de la tecnologia es endégena. Podemos obtener su valor en el estado
estacionario igualando las tasas de crecimiento del numerador y del denominador de la
ratio de poblacion por unidad de tecnologia. g4 = ﬁ gr,. Aunque g4 es endégeno en el
corto plazo, en el largo plazo acaba dependiendo exclusivamente de pardametros exégenos,
en particular la tasa de crecimiento de la poblacién. La idea es que para mantener un
crecimiento sostenido de la tecnologia en el largo plazo se necesita un crecimiento sostenido
de investigadores que producen nuevas ideas no rivales.
Es interesante comparar este resultado con el efecto del crecimiento de la poblacién en el
modelo de Solow. Alli, una tasa de crecimiento de la poblacién més alta reduce el nivel de
PIBpc a lo largo de una senda de crecimiento equilibrado. Un crecimiento més rapido de
la poblacién permite acumular més capital porque hay mas trabajadores disponibles para
construir bienes de capital. Pero como el capital es un bien rival y tiene rendimientos
decrecientes, la acumulacién de capital no puede "mantenerse al dia” con un crecimiento
mas rapido de la poblacidn.

4. En el ejercicio anterior tomamos la proporcién de investigadores sobre el total de trabajadores
sgr = Lgt/L; como exdgena. Sin embargo, en clase hemos visto que esta viene determinada
por las decisiones de inversién en ”ideas” de las empresas



la inversién en ideas por parte de las empresas.

5. El crecimiento endégeno de la tecnologia es un mecanismo clave del modelo de Romer. Este
crecimiento de la tecnologia se basa en la creacién de nuevas ideas. Sin embargo, no todos los
paises tienen la misma capacidad de crear ideas.

Explica el concepto de difusién de ideas y su importancia para el crecimiento econémico
de ciertos paises.

;De qué variables depende la capacidad de un pais sequidor de adoptar ideas de un pais
lider? ;Qué factores determinan la velocidad de adopcion de ideas?

Argumenta un fenémeno demografico que puede influir en la difusién de ideas.

Argumenta un fenémeno institucional pueden influir en la difusién de ideas.



