HoJA DE PROBLEMAS 3 — SOLUCIONES
El Modelo de Solow

Crecimiento Econdomico
CUNEF

Ejercicio 1: Funcién de produccion Cobb-Douglas
Y; = K (A; L)' ™, con K; = 1,000, A; = 5, L; = 200, « = 1/3.
(a) Rendimientos constantes a escala.

Solucion:

Multiplicamos ambos factores por A > 0:

F(AKy, ALy) = (AK)* (A, ML)
= )\a Kta . )\170‘ (At Lt)lia
_ )\Ori’(l*(l) Kta (At Lt)lfa

Al multiplicar capital y trabajo por A, la produccién se multiplica exactamente por . v’

(b) Productividades marginales.

Solucion:

Productividad marginal del capital:

9, o o Yi
PMgK:ai[(t:O{Kt 1(ALLL>1 _QE
Productividad marginal del trabajo:
a}/t o —o T }/t
PMgL:aLt:u—a)KtAg L, :(1—04)ft

Calculamos primero Y;:

Y, = 1,0003 x (5 x 200)%® = 1,000'/% x 1,000*3 = 1,000



(c)

(d)

Evaluacion numérica:

1 1000 1
PMeK — - x -0 _ 1 L
gk =3 Too0 — 3770333
2 1.000 10
PMol, — = x 200 _ 10 o
gl = x oo = o ~ 3333

Participaciones factoriales.

Solucion:
Participacion del capital:

T’th_PMgKXKtZOZYt/KtXKt:& \/
Y, Y, Y:

Participacion del trabajo:

Wt Lt PMgL X Lt (1 — Oé) }/I-E/Lt X Lt 1 \/
— — — —
Y, Y Y,

Ademds, se verifica que toda la renta se distribuye entre factores: r, K; +w;L; = aY; + (1 —
a)Y; =Y,

Este resultado es consistente con los Hechos de Kaldor #3 y #4: 1a participacién del trabajo
y del capital en la renta son constantes (iguales a 1 — « y « respectivamente), independiente-
mente de los niveles de K, L o A.

Calcula YV; y ;.

Solucion:

Y; = 1,000 (calculado arriba)
B E ~ 1,000
L, 200

Ut

Ejercicio 2: Acumulacion de capital y estado estacionario

Kt:SY;—(SKt, kt:Kt/(AtLt)-
Valores: o = 1/3, s = 0.20, 0 = 0.05, g4 = 0.02, g, = 0.01.

(a)

Tasa de crecimiento del capital.

Solucion:



Dividimos K, = sY; — 0K entre K;:

K,

Y,

gk =7 =87 —0

Ahora expresamos Y;/ K, en funcion de k;:

Ky

Y, K%(AL)"@ K, \*!
t t( t t) :K?_I(At[/t)l_a:( 13 )

K, K,

Por tanto:

ALy

g = skt_(l_a) -0

(b) Derivacién de k°°.

Solucion:

En el estado estacionario: g, = 0 = gx = ga + gr-

Sustituyendo en la expresion de gx:

s (kSS)f(l—a) — 0 =ga+gr

s(k%5) 0" =g+ gp, + 6

(kSS)~(1-a) — gatgr+9
S
]{}SS l—a _ S
(E) ga+gr+9

S

kSS: ( )la
ga+grL+9o

1

(c) Célculo numérico de k5.

Solucion:

= ol = g,

155 _ 0.20 020\
~ \0.02 4+ 0.01 4+ 0.05 —\0.08 T

2.5%2 =925 %x /2.5 =25 x 1.581 ~ 3.95



(d) ;De qué depende el nivel y la tasa de crecimiento de y2%"?

Solucion:

@

T—a
BGP — A kSS a :A ( S >
v e+ ' ga+gr+0

El nivel depende de A; (tecnologia), s (ahorro), g4, g, 6 y a.. Es creciente en sy Ay, y
decreciente en gy, y 6.

La tasa de crecimiento a largo plazo es tnicamente:

gfcp = g4a

Solo depende del progreso tecnoldgico. Ni el ahorro, ni la poblacién, ni la depreciacién
afectan la tasa de crecimiento de largo plazo.

Ejercicio 3: Senda de crecimiento equilibrado (BGP)
ye=Aky, g =gatagn m=aY /K.
(a) Tasas de crecimiento en la BGP.

Solucion:

En la BGP, k; = k°% (constante), por tanto g, = 0.

PIBpc:

9P =ga+ax0=gs1 vV

PIB agregado: Dado que Y; = y; X Ly:
@ =gl g =ga+gr

(b) Retorno del capital constante.

Solucién:
Expresamos r; en funcién de k;:

Y,
rT=Q—— =«

k*(lfa)
K, K

En la BGP, k, = k°° es constante, por tanto 7, es constante:

gt =0 v



(c) Consistencia con los Hechos de Kaldor.

Solucion:

* Hecho #1 (crecimiento positivo y constante del PIBpc): ngP = g4 > 0y constante.
v

« Hecho #2 (retorno del capital sin tendencia): g°“" = 0, el retorno es constante. v’

» Hecho #3 (participacion del trabajo constante): w;L;/Y; = 1 — «, constante por con-
struccién Cobb-Douglas. v

» Hecho #4 (inversion/PIB constante): I;/Y; = sY;/Y; = s, constante. v’

El modelo de Solow es consistente con los cuatro Hechos de Kaldor.

(d) Valores numéricos.

Solucion:

ngP = g4 =0.02=2%

9B = g4+ g1 = 0.02+0.01 = 0.03 = 3%

Tiempo de duplicacion del PIBpc (Regla del 70):

tr = 720 = 35 afios

Ejercicio 4: Estatica comparativa — ahorro y dinamica de tran-
sicion

Growth rate
d

84 1

T

Time

Figura 1: Efecto sobre gx Figura 2: Transicién del PIBpc

Valores: a = 1/3, 6 = 0.05, g4 = 0.02, g, = 0.01. s = 0.20 — 5" = 0.30.



(a)

(b)

(©)

(d)

(Por qué se desplaza g hacia arriba?
Solucion:

Lacurvagyx = sk, (1=0) _ 5 se desplaza verticalmente porque el primer término se multiplica
por un s mayor (s’ > s). Para cada nivel de k;, la tasa de crecimiento del capital es ahora
mayor.

En el instante posterior al cambio, la economia atin estd en k% (el capital no cambia instan-
taneamente). Pero ahora:

gK(kSS) =4 (kSS>—(1—a) —5>s5 (kSS)—(l—a) _ 5= ga + g1

Es decir, gx > ga + g1, lo que implica que el capital por trabajo efectivo comienza a crecer
(g > 0).

(Por qué el PIBpc crece temporalmente por encima de g4?

Solucion:

Durante la transicién, k; estd aumentando (g > 0), por lo que:

gy =9ga+Qagr > ga

El componente « g, > 0 representa el crecimiento de transicion: la acumulacion de capital
por encima de la tasa de equilibrio genera un crecimiento adicional del PIBpc. A medida que
k, se acerca a k%%, g, — Oy gy — ga (la productividad marginal del capital decreciente
hace que gx caiga progresivamente).

Cilculo de k55 y k95,

Solucion:

0.20 %2
k55 = (m> =2.5%2 =925 % 1.581 ~ 3.95

. 0.30\ %2 .
B = (o) =37 =375x V375 = 3.75 x 1.936 ~ 7.26

Aumento porcentual:
7.26 — 3.95

3.95
El capital de estado estacionario aumenta un ~84%.

x 100 ~ 83.8%

(Cambia la tasa de crecimiento a largo plazo?

Solucion:



No. La tasa de crecimiento del PIBpc a largo plazo sigue siendo:

independientemente de s. El aumento de s eleva el nivel de k°° y, por tanto, de y®“", pero

BGP

gy :gAIQ%

no afecta la tasa de crecimiento de largo plazo.

Esto explica por qué las diferencias en tasas de ahorro pueden explicar diferencias en niveles
de PIBpc entre paises (paises que ahorran mds son mds ricos), pero no diferencias en tasas de
crecimiento a largo plazo (todos crecen a g4 en la BGP). Para explicar diferencias persistentes
en tasas de crecimiento, necesitariamos diferencias en g4, lo que requiere endogeneizar el

progreso tecnoldgico (modelos posteriores como Romer o Lucas).

Ejercicio 5: La Regla de Oro

1
= (1-5)y (s), y(s)=A (k%) k% = (%)1*“ conn =gy + gr +90.
Valores: o = 1/3, 9 = 0.05, g4 = 0.02, g, = 0.01, A, = 5.

(a) Expresion explicita de c*(s).

Solucion:

Definimos n = g4 + g1, + 6 = 0.08.

Cona =1/3: %= =

(b) Derivar s°F = q.

Solucion:

LSS — <f

n

1
>17a

y* _ At (k,SS)a — At (

En general, con 8 = a/(1 — «):

Condicion de primer orden:

30* o At
ds  nb

[—s"+(1=s)Bs" "] ==



Dado que % %=1 > 0, necesitamos:

<

—s+pB(l-5)=0 = [-s(1+p)=0 = s=

—
_.I_
™

Sustituyendo 3 = 1%

GOR _ a/(1-a) _ a/(1—a)
l+a/(l—a) 1/(1—a)

=

s =a

(c) Célculo numérico para tres escenarios.
Solucion:
Usamos c*(s) = 5 (1 — s) (s/0.08)/2:

s = 0.20:
¢ =5x0.80 x (2.5)Y2 = 4.0 x 1.581 = 6.32

s = 5% =1/3~0.333:
2
(f=5x§x@1mﬂﬂ=3%3xzm1:6%

s = 0.50:
¢ =5x0.50 x (6.25)"/2 =25 x 2.5 = 6.25

Tasa de ahorro s Consumo per cépita c*
0.20 6.32
1/3 (Regla de Oro) 6.80
0.50 6.25

Efectivamente, s“ = 1/3 maximiza el consumo. v/

(d) Interpretacién econdémica.

Solucion:

La Regla de Oro refleja un trade-off entre produccién y consumo:

* Ahorrar més (s 7T) significa mds inversion, mas capital, y por tanto mayor produccién

*

Y.
* Pero ahorrar mas también significa consumir una fraccion menor de esa produccion:
= (1-s)y"



Cuando s < «, un aumento del ahorro incrementa la produccién lo suficiente como para que
el consumo suba a pesar de la menor proporcion consumida. Cuando s > «, los rendimientos
decrecientes del capital hacen que el incremento de produccién sea insuficiente para compen-
sar la mayor proporcién ahorrada: el consumo cae.

El punto 6ptimo s% = « equilibra exactamente estos dos efectos. Cuando a es bajo (el

capital contribuye poco), conviene ahorrar poco; cuando « es alto, conviene ahorrar mas.

El mensaje fundamental es que el crecimiento economico requiere un sacrificio en con-
sumo presente (ahorro — inversién), pero existe un limite a partir del cual ahorrar mas
resulta contraproducente para el bienestar.



